
Chapitre 6

Sous-variétés de Rn

6.1 Coordonnées locales

6.1.1 DÉFINITION
Soit U un ouvert de Rn et fi : U ! R, i = 1, . . . , n des fonctions de classe C1.

Soit a 2 U. On dit que ( f1, . . . , fn) est un système de coordonnées locales au
voisinage de a s’il existe un voisinage Ua ⇢ U, telle que l’application f |Ua : Ua ! Rn

définie par f (x) = ( f1(x), . . . , fn(x)) est un difféomorphisme de Ua sur son image
f (Ua).

Le théorème d’inversion locale s’énonce comme suit :

6.1.2 THÉORÈME
( f1, . . . , fn) est un système de coordonnées locales au voisinage de a si et seulement
si le système de formes linéaires (D f1(a), . . . , D fn(a)) forme une base du dual de
Rn.

Démonstration: En effet, la condition (D f1(a), . . . , D fn(a)) forme une base du dual de
Rn est équivalente à D f (a) est inversible.

6.1.4 DÉFINITION (SUBMERSION)
Soient n, p 2 N, tels que n � p.

Soit f = ( f1, . . . , fp) : U ! Rp, une application de classe C1, avec U un ouvert
de Rn.

On dit que f est une submersion si pour tout x 2 U, D f (x) : Rn ! Rp est
surjective.

Dans ce cas on dit que les composantes f1, . . . , fp de f sont des fonctions indé-
pendantes
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6.1.5 REMARQUE. 1. La condition D f (x) surjective est équivalentes à :
les formes linéaires D f1(x), . . . , D fp(x) sont linéairement indépendantes. C’est
aussi équivalent au rang de la matrice jacobienne de f est égale à p, rg(J f (x)) =
p.

2. Si p = 1, f est une submersion en a , D f (a) est non nulle , pour tout produit
scalaire sur Rn, grad f (a) 6= 0.

3. Si D f (a) est surjective, alors il existe un voisinage ouvert de a, Ua tel que 8x 2
Ua, D f (x) est surjective c-à-d que 8x 2 Ua, le rang de la matrice jacobienne
J f (x) est égale à p, En effet, dire que rg(J f (a)) = p, c’est équivalent à dire
que J f (a) contient un mineur p ⇥ p, Ap(a) 2 Mp(R), tel que det Ap(a) 6= 0.
Comme, f est de classe C1, les coefficients de J f (x), et en particulier ceux de
Ap(x), sont des fonctions continues en x, par suite le déterminant det Ap(x),
qui est un polynôme en les coefficients, est une fonction continue en x. D’où
det Ap(a) 6= 0, entraîne l’existence d’un voisinage ouvert Ua de a, tel que 8x 2
Ua, det Ap(x) 6= 0.

6.1.6 PROPOSITION
Soient n, p 2 N, tels que n � p.

Soit f = ( f1, . . . , fp) : U ! Rp, x 7! ( f1(x), . . . , fp(x)) une application de classe
C1, avec U un ouvert de Rn.

L’application f est une submersion si et seulement si pour tout a 2 U, il existe
n � p formes linéaires lp+1, . . . , ln telles que ( f1, . . . , fp, lp+1, . . . , ln) est unsytème de
coordonées locales au voisinage de a, c-à-d qu’il existe un ouvert Ua ⇢ U, voisinage
de a, tel que H : Ua ! Rn definie par

H(x) = ( f1(x), . . . , fp(x), lp+1(x), . . . , ln(x)) est un difféomorphisme de Ua sur
sont image H(Ua).

Démonstration: Par hypothèse les forme linéaires D f1(a), . . . , D fp(a) sont linéaire-
ments indépendantes. Par le théorème de la base incomplète, on peut choisir, n � p
formes linéaires, lp+1, . . . , ln, telles que le système

(D f1(a), . . . , D fp(a), lp+1, . . . , ln)

soit une base du dual de Rn. Comme les lj sont leurs propres différentielles, il résulte
du théorème 6.1.2, que H est un difféomorphisme locale. ⌅

6.1.8 DÉFINITION (SOUS-VARIÉTÉ)
On dit qu’un sous-ensemble S de Rn est une sous-variété de dimension k et de
classe Cr de Rn, si pour tout a 2 S, il existe un voisinage ouvert Ua de a dans Rn et
une application de classe Cr, f = ( f1, . . . , fn�k) : Ua ! Rn�k tels que :
(1) S \ Ua = {x 2 Ua| fi(x) = 0, i = 1, . . . , n � k}



6. Sous-variétés de Rn: Coordonnées locales 87

(2) L’application f est une submersion c-à-d pour tout x 2 Ua, la différentielle
D f (x) : Rn ! Rn�k est surjective.

L’application f est appelée "équation locale" de S au voisinage de a.

En d’autres termes, une sous-variété est un sous-ensemble de Rn qui admet au
voisinage de chacun de ses points un système d’équations qui satisfait les hypo-
thèses du théorème des fonctions implicites. On dit que f1 = . . . = fn�k = 0 sont
des équations locales de S en a.

On parle de courbe si la dimension k = 1, de surface si k = 2 et d’hypersurface
si k = n � 1.

6.1.9 REMARQUE. 1. On notera que la définition de sous-variété implique que la par-
tie vide est une sous-variété de Rn de dimension comprise entre 0 et n.

2. Souvent, une seule application suffit à décrire une sous-variété.(voir les exemples
qui suivent)

3. Une sous-variété est "localement fermée" : en effet en un point a 2 S, Ua \ S =
f �1(0) est un fermé.

4. Dans la condition (2) de la définition, il suffirait de supposer que D f (a) :
Rn ! Rn�k surjective, car alors D f (x) sera surjective dans un voisinage de a,
que l’on pourra substituer à Ua. (voir la remarque après la proposition 6.1.6)

6.1.10 EXEMPLE. 1. Un sous-espace vectoriel de dimensoion k de Rn est une sous-variété
de dimension k et de classe C• (le démontrer)

2. Les ensembles "contraintes", rencontrés dans le paragraphe sur les extrema
liés, sont des sous-variétés.

3. Le cercle unité S1 = {(x, y) 2 R2|x2 + y2 = 1} est une sous-variété de di-
mension 1 et de classe C• de R2. En effet, pour tout point (a, b) 2 S1, en peut
prendre U = R2 \ {0} et f : U ! R définie par f (x, y) = x2 + y2 � 1. La
condition (1) est satisfaite par définition de S1 et D f (x, y) = (2x, 2y) 6= (0, 0)
pour tout (x, y) 2 S1 donne la condition (2).

4. Plus généralement, la sphère Sn�1 = {(x1, . . . , xn) 2 Rn| Ân
i=1 x2

i = 1} est une
sous-variété de dimension n � 1 et de classe C• de Rn.
En effet, son équation est f (x1, . . . , xn) = Ân

i=1 x2
i � 1, dont la différentielle

D f (x1, . . . , xn) = 2(x1, . . . , xn), est surjective en tout point de Sn�1.
5. Le tore T2 est la surface de R3 obtenue en faisant tourner autour de l’axe Oz,

un cercle centré en (0, R, 0) et de rayon r du plan yOz, avec r < R.
Il a pour équation f (x, y, z) = (x2 + y2 + z2 + R2 � r2)2 � 4R2(x2 + y2) = 0.
On vérifie que D f (x, y, z) 6= (0, 0, 0) en tout point (x, y, z) 2 T2. Donc T2 est
une sous-variété de R3 de dimension 2 et de classe C•.

6. Soit R et r deux réelles > 0. On considére le sous-ensemble de V = {(x, y, z) 2
R3|x2 + y2 = R2 et x2 + z2 = r2}. (c’est l’intersection de deux cylindres)
On définit f : R3 ! R2 par f (x, y, z) = (x2 + y2 � R2, x2 + z2 � r2).
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Figure II.15: Le tore

(2) Le tore est la figure de l’espace obtenue en faisant tourner autour de l’axe Oz un cercle de rayon r
placé dans le plan yz, centré en (0, R, 0), avec r < R. Il a pour équation:

⇣
x2 + y2 + z2 + R2 � r2

⌘2
� 4R2(x2 + y2) = 0

et on vérifie que la dérivée de cette équation est non nulle sur les points du tore.

(3) Soit M(3, 3, R) ' R9 l’ensemble des 3 ⇥ 3 matrices à coe�cients réels et �1 ⇢ M(3, 3, R) le sous-
ensemble des matrices de rang 1. Si A 2 M(3, 3, R), désignons par A(i1,i2),(j1,j2), où 1  i1 < i2  3 et
1  j1 < j2  3, le 2 ⇥ 2 mineur correspondant à ces suites :

A(i1,i2),(j1,j2) = dét

✓
ai1,j1 ai1,j2

ai2,j1 ai2,j2

◆
= ai1,j1ai2,j2 � ai1,j2ai2,j1 .

On a:

�1 =
�
A 2 M(3, 3, R) | A(i1,i2),(j1,j2) = 0 , 1  i1 < i2  3 , 1  j1 < j2  3

�

ce qui nous donne une description de �1 à l’aide de 9 équations. Si A0 = (a0
i,j)i,j=1...,3 2 �1, l’un de

ses coe�cients sera non nul; supposons que ce soit a1,1 et posons UA0 = {A | a1,1 6= 0}; c’est un ouvert
contenant A0 et

�1 \ UA0 =
�
A | A(1,i2),(1,j2) = 0, i2, j2 = 2, 3

�

car l’annulation de ces 4 mineurs entrâıne que la 2-ème et 3-ème colonne sont multiples de la première,
et donc A est de rang 1.

La dérivée de A(1,i2),(1,j2) = a1,1ai2,j2 � a1,j2ai2,1 par rapport à ai2,j2 vaut a1,1 6= 0 et donc la dérivée
de l’application

�
A(1,i2),(1,j2)

�
i2,j2=2,3

: UA0 ! R4 est de la forme :

0

B@

a1,1 0 0 0
0 a1,1 0 0
0 0 a1,1 0
0 0 0 a1,1

�������
�

1

CA

où les 4 premières colonnes correspondent aux dérivées par rapport aux variables a2,2, a2,3, a3,2, a3,3.
Puisque a1,1 est non nul, on voit que cette dérivée est surjective. Les A(1,i2),(1,j2), i2, j2 = 2, 3 for-
ment donc un système d’équation locales de �1 au voisinage de A0. Donc �1 est une sous-variété de
M(n, n, R) de codimension 4, de dimension 5. Au départ, on a décrit �1 avec 9 équations, mais on a
vu que localement 4 équations su�sent; on peut montrer qu’il n’est pas possible de décrire �1 à l’aide
de 4 équations globales (i.e. définies sur un ouvert de M(3, 3, R) contenant �1) avec dérivée surjective
en tout point).

Alors : V = f �1(0, 0) et D f (x, y, z) =

✓
2x 2y 0
2x 0 2z

◆
.

Les déterminants des mineurs d’ordre 2 de D f (x, y, z) sont xy, xz et yz. Pour
qu’ils soient tous les trois nuls, il faut et il suffit que x = y = 0 ou x = z = 0
ou y = z = 0. Donc pour (x, y, z) 2 V, D f (x, y, z) n’est pas surjective si et
seulement si x2 = R2 et x2 = r2.
Finalement, V est une sous-variété de R2 de dimension 1 si et seulement si
R 6= r.

7. Le sous-ensemble V = {(x, y) 2 R2|xy = 0} n’est pas une sous-variété . La
différentielle de (x, y) 7! xy s’annule en (0, 0). Mais, cela ne suffit pas pour
conclure que V n’est pas une sous-variété.
Supposons que V \ U = {(x, y) 2 R2| f (x, y) = 0} avec U est un ouvert
voisinage de (0, 0).
Alors, f |Ox\U = f |Oy\U ⌘ 0 d’où ∂ f

∂x (0, 0) = ∂ f
∂y (0, 0) = 0. Donc D f (0, 0)

n’est pas surjective. On a montrer qu’il est impossible de trouver une équation
locale de V en (0, 0) dont la différentielle en (0, 0) soit surjective. Donc V n’est
pas une sous-variété de R2.

8. Soit f : R3 ! R, définie par f (x, y, z) = x2 + y2 � z2. On pose St = {(x, y, z) 2
R2| f (x, y, z) = t}. La figure suivante montre que St est une sous-variété (de
dimension 2) si et seulement si t 6= 0. (exercice)

Both ker dxf and Txf�1(y) have dimension m � n, so they must be equal. �

Example 1.28. (i) Consider the function f : R3 ! R, f(x1, x2, x3) = x2
1 +x2

2 �x2
3. The only

critical point of f is (0, 0, 0), so the only critical value is 0. If t < 0 or t > 0 then f�1(t) is a
smooth manifold of dimension 2, by Theorem 1.27. But f�1(0) is not a smooth manifold at
the critical point of f .

t=0t<0 t>0

If we think of t as time and view this sequence of pictures with time in reverse, it resem-
bles a drip of water in the moments before and after it separates from the water on the edge
of the tap and falls.

(ii) The matrix group O(n) is the set of n⇥n real matrices A satisfying AtA = In. Thus, O(n)
is the preimage of the point In under the map Matn�n(R) ! Matn�n(R), where Matn�n(R) is
the space of real n⇥n matrices. Thinking of Matn�n(R) as the same as Rn2

, and thus a man-
ifold, we can ask whether In is a regular value of f . The answer is clearly no, since if it were
a regular value then its preimage O(n) would have dimension equal to dimension(source)-
dimension(target)= 0. As O(n) plainly is not just a collection of isolated points, this cannot
be the case. In fact, however, for every A the matrix AtA is symmetric, and so we can re-
designate f as a map Matn�n(R) ! Symn(R), where Symn(R) is the space of n⇥n symmetric
real matrices. Now In is a regular value. To see this we first compute the derivative dAf , or
rather, its value on a matrix B 2 TAMatn�n(R) (note that since Matn�n(R) is a vector space,
its tangent space at any point is canonically identified with Matn�n(R) itself). We have

dAf(B) = lim
h � 0

f(A + hB) � f(A)

h
= lim

h � 0

(A + hB)t(A + hB) � AtA

h

= lim
h � 0

h(AtB + BtA) + h2BtB

h
= AtB + BtA.

We have to show that for each A 2 O(n) and each matrix S 2 TInSymn(R), there exists
a matrix B such that dAf(B) = S. Symn(R) is once again a vector space, so S here is
any symmetric matrix. Solutions to this equation will not be unique - in fact we expect a
1/2n(n � 1) dimensional affine space of solutions. But here is one: let B = 1/2AS. Then
AtB = 1/2AtAS = 1/2S, and BtA = 1/2StAtA = 1/2St = 1/2S. Hence AtB + BtA = S

20

La proposition suivante donne d’autres critères pour identifier une sous-variétés

6.1.11 PROPOSITION
Soit S ⇢ Rn. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) S est une sous-variété de dimension k et de classe Cr.
(2) Pour tout a 2 S, il existe un voisinage ouvert Ua de a dans Rn et un difféomor-

phisme de classe Cr, H : Ua ! H(Ua) ⇢ Rn tels que :

H(S \ Ua) = H(Ua) \
⇣

Rk ⇥ {0}n�k
⌘

.
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(On dira que H est un difféomorphisme linéarisant S au voisinage de a)

Démonstration: (1) ) (2) application de la proposition 6.1.6
(2) ) (1) on pose fi(x) = Hk+i(x) pour i = 1, . . . , n � k, où Hj est la jeme com-

posante de H et f = ( f1, . . . , fn�k) : Ua ! Rn�k.⌅

6.1.13 REMARQUE. Avec cette nouvelle description des sous-variétés nous allons explorer
les cas extrêmes pour la dimension de S.

1. Si la dimension de S est égale à n : alors pour tout a 2 S, H(S \ Ua) = H(Ua),
donc S \ Ua = Ua c-à-d que S est un ouvert de Rn. Donc, les sous-variétés de
dimension n de Rn, sont les ouverts de Rn.

2. Si la dimension de S est égale à 0 : alors pour tout a 2 S, H(S \ Ua) =
H(Ua) \ ({0}n) = {0}, donc S \ Ua = H�1({0}) = {a}, c-à-d que {a} est
un point isolé de S. Donc, les sous-variétés de dimension 0 de Rn, sont les
parties discrètes de Rn.

3. Le théorème des fonctions implicites voir la démonstration du théorème 5.0.24,
nous donne un autre critère : pour tout a 2 S il existe une application de classe
Cr, h : U ! Rn, définie par h(x) = (x, j(x)), qui est une bijection d’un ou-
vert U ⇢ Rk sur S \ Ua. On dit que h est une paramétrisation locale de S au
voisinage de a.

6.1.14 Exercice Soit g : V ! Rp une application de classe Cr. Le graphe de g est le sous-
ensemble de Rn ⇥ Rp defini par S = {(x, y) 2 V ⇥ Rp|g(x) = y}.

Montrer que S est sous-variété de dimension n et de classe Cr.
plu précisement, montrer que l’application H : V ⇥ Rp ! V ⇥ Rp définie par

H(x, y) = (x, y � g(x)) est un difféomorphisme linéarisant S.

6.1.15 Exercice Soit g : Rn ! Rn un difféomorphisme de classe Cr, r � 1.
Soit S une sous-variété de Rn de dimension k et de classe Cr0 , r0  r.
Montrer que g(S) est une sous-variété de Rn de dimension k et de classe Cr0 .

6.1.16 Exercice Soit S ( respectivement S0 ) une sous-variété de Rn de dimension k et de
classe Cr (respectivement une sous-variété de Rn0 de dimension k0 et de classe Cr0).

Montrer que S ⇥ S0 est une sous-variété de Rn+n0 de dimension k + k0 et de classe
Cl où l = min{r, r0}.

6.2 Espace tangent

Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe Cr.

6.2.1 DÉFINITION
Soit a 2 S. On note Ca(S) l’ensemble des arcs paramétrés de classe C1, tracés sur
S et passant par a, c-à-d les applications de classe C1, g :] � #, #[! Rn, telles que
g(] � #, #[) ⇢ S et g(0) = a.
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6.2.2 DÉFINITION
L’espace tangent en a à S est l’ensemble des vecteurs dérivés g

0(0) = dg

dt |t=0 des arcs
tracés sur S et passant par a :

TaS := {g

0(0) 2 Rn|g 2 Ca(S)}

6.2.3 PROPOSITION
Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe Cr et a 2 S. Soit f =
( f1, . . . , fn�k) : Ua ! Rn�k une équation locale de S au voisinage de a.

Alors :
TaS = {v 2 Rn|D f (a)v = 0} = KerD f (a).

6.2.4 REMARQUE. KerD f (a) = \n�k
i=1 KerD fi(a).

Démonstration: Soit v 2 TaS, alors par définition, il existe un arc g :] � #, #[! S, tel
que g(0) = a et g

0(0) = v. Alors, pour tout t 2] � #, #[, f � g(t) = 0, d’où 0 =
D f (g(0))(g

0(0)) = D f (a)v, donc v 2 KerD f (a).
Réciproquement, soit v 2 KerD f (a), on doit trouver un arc g tracé sur S tel que

g(0) = a et g

0(0) = v.
D’après 6.1.6, il existe k formes linéaires, ln�k+1, . . . , ln, et un voisinage de a ou-

vert, Va telles que l’application H : Va ! Rn,
H(x) = ( f1(x), . . . , fp(x), lp+1(x), . . . , ln(x)) soit un difféomorphisme. On pose

b = H(a) et w = DH(a)v et on definit, s :] � #, #[! Rn, par s(t) = b + tw, où on a
choisit # > 0 assez petit pour que s(] � #, #[) soit inclu dans l’ouvert H(Va).
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On remarquera, que f (a) = 0 entraîne que b = H(a) 2 {0}n�k ⇥ Rk et que v 2
KerD f (a) entraîne que w = DH(a)v 2 {0}n�k ⇥ Rk; par suite pour tout t 2] � #, #[,
s(t) 2 {0}n�k ⇥ Rk.

On définit alors, g :] � #, #[! Rn par g(t) = H�1(s(t)) = H�1(b + tw).
On a alors, g(0) = H�1(b) = a, g

0(0) = DH�1(b)s

0(0) = DH�1(b)w = v
et comme H(S \ Ua) = H(Ua) \

�
{0}n�k ⇥ Rk�, on aura g(t) = H�1(s(t)) 2

H�1 �
H(Ua) \ {0}n�k ⇥ Rk� = S \ Ua. ⌅

6.2.6 COROLLAIRE
Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe Cr et a 2 S. Alors TaS est
sous-espace vectoriel de Rn de dimension k.

Démonstration: En effet, KerD f (a) est un sous-espace vectoriel de Rn et dim KerD f (a) =
dim Rn � rg D f (a) = n � (n � k) = k.⌅

Voici les différentes expressions de l’espace tangent, en fonction de la représentation
locale de la sous-variété :

6.2.8 THÉORÈME
Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe Cr et a 2 S.

1. Si S \ Ua = f �1(0), où f est une submersion de Ua dans Rn�k, alors

TaS = Ker(D f (a))

2. Si g : V ⇢ Rk ! Rn, est une paramétrisation locale de S \ Ua au voisinage de
a, c-à-d, g(V) = S \ Ua, g(a0) = a, et Dg(a0) : Rk ! Rn injective, alors

TaS = Dg(a0)(Rk)

3. Si H : Ua ! V est un difféomorphisme tel que H(S \ Ua) = V \ (Rk ⇥ {0}),
alors

TaS = (DH(a))�1(Rk ⇥ {0})

Démonstration: 1. c’est la proposition 6.2.3.
2. Comme f � g ⌘ 0, on aura ImDg(a0) ⇢ KerD f (a), comme Dg(a0) est injective,

le rang de Dg(a0) = k, donc dim ImDg(a0) = dim KerD f (a) d’où ImDh(a0) =
KerD f (a)TaS.
Soit g un arc tracé sur V tel que g(0) = a0 et g

0(0) = v. Alors g � g est un arc
tracé sur S \ Ua tel que g � g(0) = a et dg(a0)(g

0(0)) = Dg(a)(v) 2 TaS. D’où
Dg(a0)(Rk) ⇢ TaS, et sont donc égaux car dim Dg(a0)(Rk) = k = dim TaS.
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3. Comme H(S \Ua) = V \ (Rk ⇥ {0}), est un ouvert de Rk ⇥ {0}, alors TH(a)H(S \Ua) =

Rk ⇥ {0}.
D’autre part, H est un difféomorphisme alors, l’image par H de tout arc g tracé
sur S \ Ua tel que g(0) = a et g

0(0) = v est un arc H � g tracé sur H(S \ Ua)
tel que H � g(0) = H(a) et DH(a) � g

0(0) = DH(a)(v) et inversement. D’où
TaS = (DH(a))�1(Rk ⇥ {0}).⌅

6.2.10 REMARQUE. 1. Puisque f (x) = f (a) + D f (a)(x � a) + kx � ak#(x � a) avec
lim
x!a

#(x � a) = 0, et que f est une équation locale de S en a, on voit que près
de a, la sous-variété S est approchée par {x 2 Rn|D f (a)(x � a) = 0}, qui est
le translaté de TaS par le vecteur a.

2. Pour calculer TaS, on peut aussi utiliser la description par les arcs paramé-
trés, il suffit alors de trouver, k arcs gj, tels que les g

0
j(0) soient linéairement

indépendants. Le sous-espace engendré par ces vecteurs sera TaS.

6.2.11 EXEMPLE. 1. Calculer l’espace tangent à la sphère Sn�1 = {(x1, . . . , xn) 2 Rn| Ân
i=1 x2

i =
1}.
On a déja vu que Sn�1 = f �1(0) et D f (x) = 2(x1, . . . , xn) est une submersion
en tout point x 2 Sn�1. Alors

TxSn�1 = KerD f (x) = {v 2 Rn| < 2x, v >= 0} = {x}?

C’est l’hyperplan de Rn, orthogonal à x.
2. la sphère S2 ⇢ R3 est une sous-variété de dimension 2. (voir ce qui précède).

On va produire une paramétrisation locale de S2, par exemple en un point
a = (x0, y0, z0) avec z0 < 0.
Au voisinage de a, la coordonnée z < 0, d’où il existe un voisinage de a dans
S2, tel que (x, y, z) = (x, y, �

p
1 � x2 � y2).

En fait, une telle description est valable au voisinage de tout point dont la 3eme

coordonnée est < 0.
Soit V = R2 et g : V ! R3, définie par g(x, y) = (x, y, �

p
1 � x2 � y2).

Alors, g ezst une paramétrisation locale de S2 au voisinage de tout point a =
(x0, y0, z0) 2 S3, tel que z0 < 0.
En effet, g(R2) = S2 \ U, avec U = {(x, y, z) 2 R3|z < 0}, g(x0, y0) = a et

Jg(x0, y0) =

0

B@
1 0
0 1
x0p

1�x2
0�y2

0

y0p
1�x2

0�y2
0

1

CA est injective.

6.2.12 PROPOSITION
Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe Cr, r � 1 et a 2 S. Soit
f : U ! R une application différentiable, U ouvert de Rn.

Si f |S, la restriction de f à S, présente un extremum au point a alors :

D f (a)|TaS = 0.
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Démonstration: Soit g : Ua ! Rn�k une équation locale de S en a. D’après, 5.0.24
D f (a) = L � Dg(a) pour un certain L 2 Rn�k.

Comme TaS = KerDg(a), pour tout v 2 TaS, D f (a)v = L � Dg(a)v = 0 c-à-d
TaS ⇢ KerD f (a) ou en d’autres termes D f (a)|TaS = 0.⌅

6.2.14 DÉFINITION
Soit S ⇢ Rn une sous-variété de dimension k et de classe C1 et a 2 S. Soit f : U ! R

une application différentiable, U ouvert de Rn.
On dit qu’un point a 2 S est un point critique de f |S, si D f (a)|TaS ⌘ 0.

6.2.15 REMARQUE. La nature du point critique peut être étudiée avec la méthode du théo-
rème 5.0.31, en étudiant la restriction de la forme quadratique Q(v) à l’espace tan-
gent TaS.

6.2.16 Exercice Soit A 2 Mn(R) une matrice symétrique inversible, telle que la forme
bilinéaire assocée x 2 Rn 7!< Ax, x > soit une forme bilinéaire définie positive.
Soit b 2 Rn et c 2 R.

On pose S = {x 2 Rn| < Ax, x > + < b, x > +c = 0}
On définit le discriminant par D =< A�1b, b > �4c.

1. Montrer que si D < 0, S est une vide, si D = 0, S = {� 1
2 A�1b} et si D > 0 S est

une sous-variété (non-vide) de dimension (n � 1) de Rn.
2. Montrer que TxS = {v 2 Rn| < 2Ax + b, v >= 0}.

6.2.17 Exercice Soit n � 1 et On(R) l’ensemble {M 2 Mn(R)|tM.M = I} des matrices
orthogonales.

a) Montrer que On(R) est une sous-variété de Mn(R) de dimension n(n�1)
2 .

b) Montrer que l’espace tangent en l’identité I à On(R), TIOn(R) est égal à
{M 2 Mn(R)|tM = �M)} l’ensemble des matrices antisymétriques.

Réponse :
a) L’ensemble des matrices symétriques, Sn(R), est un sous-espace vectoriel de

Mn(R) ' Rn2 , identifiée au sous-espace R
n(n+1)

2 , donc une sous-variété de
classe C• et de dimension n(n+1)

2 .
L’application F : Mn(R) ! Sn(R) ' R

n(n+1)
2 définie par

F(M) = tMM = est une fonction polynomiale des coefficients de la matrice,
donc de classe C•, et sa différentielle en M est donnée par :
DF(M)H = limt!0

F(M+tH)�F(M)
t = tMH + tHM, pour tout H 2 Mn(R). Si

M 2 On(R), DF(M) est surjective : en effet, soit B une matrice symétrique ;
alors si H = 1

2 MB on aura
DF(M)H = 1

2
tMMB + 1

2
tBtMM = B. Donc On(R) = F�1(I) est une sous-

variété de Mn(R) de dimension : dim Mn(R) � dim Sn = n2 � n(n+1)
2 soit

n(n�1)
2 .
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b) On = F�1(I), alors TMOn(R) = Ker(DF(M)), en particulier si M = I,
TIOn(R) = Ker(DF(I)) = {M 2 Mn(R)|tM + M = 0}.


